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آموزشی
هوشنگ شرقي

بيشتر بدانيم

دربارة چهارضلعي های 

محاطيمحيطي و
اشاره

دربارة چهارضلعي هاي محيطي و محاطي در بحث دايره ها و در كتاب هندس�ة 2 بحث ش�ده است. اما قضايا و بحث هاي تكميلي 
آن ها كه مي توانند به درك بهتر دانش آموزان از اين موضوع منجر شوند، آن چنان كه بايسته است مورد توجه قرار نگرفته اند. در اينجا 

مي خواهيم به كنكاشي عميق تر در اين زمينه بپردازيم.

چهارضلعي هاي محاطي
چنانچه مي دانی��د، چهارضلعي ABCD را محاطي گوییم، هرگاه 
از رئ��وس آن دایره اي بگذرد. از کتاب درس��ي نی��ز مي دانیم که یک 
چهارضلعي محاطي اس��ت، اگر و فقط اگر، مجم��وع دو زاویة داخلي 

روبه روي آن °180 باشد: 
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                                            یاABCD محاطي است
در مورد این چهارضلعي قضایاي تکمیلي زیر برقرار هستند.

A

BD

C

1. در ه��ر چهارضلعي محاطي، عمودمنصف ه��اي اضاع در یک 
نقط��ه همرس اند. نقطة همرس��ي عمودمنصف ها مرکز دایرة محیطي 

چهارضلعي است.
OA=OB=OC=OD=R

A

BOD

C

2. ه��رگاه در یک چهار ضلعي، دو زاویة روبه رو به یک ضلع با هم 
برابر باشند، چهار ضلعي، محاطي است و برعکس. یعني در شکل زیر، 
( در این 
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 یا 



 

ˆ ˆ ˆ ˆA C (B D )
ˆ ˆA D

ˆB̂ A
ˆB̂ C
ˆD̂ C
ˆˆ ˆ ˆD A D D

BCˆD̂ A

ˆ ˆD D

BC CD
ˆ ˆA A

P̂

Â
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 و یا 
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Â
ˆ ˆP̂ A A

Â
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 )و یا 
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Â
ˆ ˆP̂ A A

Â
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اگ��ر 
صورت ABCD محاطي است و از A و B و C و D دایره اي مي گذرد 
 )و 
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و بر عک��س؛ یعني اگر ABCD محاطي باش��د، آن گاه 
و...(. اثب��ات قضیة عکس،  با توجه به زوایاي محاطي روبه رو 



 

ˆ ˆ ˆ ˆA C (B D )
ˆ ˆA D

ˆB̂ A
ˆB̂ C
ˆD̂ C
ˆˆ ˆ ˆD A D D

BCˆD̂ A

ˆ ˆD D

BC CD
ˆ ˆA A

P̂

Â
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به یک کمان، س��اده است، اما براي اثبات قضیة اصلي، از برهان خلف 
استفاده مي کنیم.

A

BD

C

1

1

1

1 2

2

2

2



 رشد برهان دورۀ متوسطه2 | دورۀ بیست و پنجم |  شمارۀ 4 |  دی 301394

. مي خواهیم نشان دهیم 
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فرض کنیم در ش��کل داریم: 
از C ، B ، A و D ی��ک دای��ره مي گذرد. دایرة محیطي مثلث ABC را 
رسم مي کنیم. )چگونه؟( اگر این دایره از D بگذرد که حکم ثابت شده 
اس��ت. اما اگر نگذرد، نقطة D درون، یا بیرون این دایره واقع مي شود. 
D قطع  اگر D درون دایره باشد، مطابق شکل، امتداد BD دایره را در́ 

D را به C وصل مي کنیم. حال با توجه به شکل داریم: مي کند.́ 
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 )فرض( و 


 

ˆ ˆ ˆ ˆA C (B D )
ˆ ˆA D

ˆB̂ A
ˆB̂ C
ˆD̂ C
ˆˆ ˆ ˆD A D D

BCˆD̂ A

ˆ ˆD D

BC CD
ˆ ˆA A

P̂

Â
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 )چرا؟( و این تناقض است. در 
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ولي مطابق شکل داریم: 
حالتي هم که نقطة D بیرون دایره بیفتد، نشان دهید به تناقضي مشابه 
مي رسیم. پس فرض خلف باطل است و باید ABCD محاطي باشد. به 

نمونه هایي از کاربردهاي این قضیه توجه کنید.

 BD وسط کمان C قطر نیم دایره و AB مثال 1. در ش��کل زیر   
 AFE نقطه اي دلخواه بر محیط نیم دایره باشد، اندازة زاویه P است. اگر

را به دست آورید.
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 و در نتیجه:
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حل: طبق فرض: 
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 زوایاي محاطي روبه رو به 
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Â
ˆ ˆAPE AFE
ˆAPB
ˆAFE
ˆMNB
ˆMNA

ˆ ˆC MNA

Â
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 و
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. )چ��را؟( همچنین
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 و 



 

ˆ ˆ ˆ ˆA C (B D )
ˆ ˆA D

ˆB̂ A
ˆB̂ C
ˆD̂ C
ˆˆ ˆ ˆD A D D

BCˆD̂ A

ˆ ˆD D

BC CD
ˆ ˆA A

P̂

Â
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. ولي
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یک کمان و در نتیجه مساوي اند، پس 
هر دو روبه رو به EF هستند، پس طبق قضیة گفته شده، چهارضلعي 
. )چرا؟( ولي زاویة 
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PFEA محاطي اس��ت. در نتیجه: 
( در نیم دایره، محاطي روبه رو به قطر و در نتیجه قائمه 
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APE )یا 
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Â
ˆ ˆAPE AFE
ˆAPB
ˆAFE
ˆMNB
ˆMNA

ˆ ˆC MNA

Â
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   مثال 2. در مثلث ABC، ارتفاع هاي BM و CN را رس��م کرده ایم. 
∆AMN~∆ABC :نشان دهید

A

CB

M

N

حل: چون زوایاي قائمة M و N هر دو روبه رو به BC هستند، پس 
MNBC محاطي است و زوایاي MNB و C مکمل هم هستند. چون 
 و چون 
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 نیز مکمل هم هس��تند، پس:
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 و 
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زاویة A در دو مثلث AMN و ABC مش��ترك است، لذا دو مثلث دو 
زاویة برابر دارند و متشابهند.

چهارضلعي هاي محيطي
چنانچ��ه مي دانیم، ی��ک چهارضلعي را محیط��ي گوییم، هرگاه 
مانند ش��کل زیر، اضاع آن بر دایره اي مماس باشند و در این صورت، 
دایرة مزبور را دایرة محاطي مي گوییم. از کتاب درس��ي مي دانیم، یک 
چهارضلعي محیطي است، اگر و فقط اگر مجموع اضاع روبه روي آن 
با هم مساوي باشند؛ یعني ABCD⇔AB+CD=AD+BC محیطي.

A

B

D

C

اما قضیة دیگري هم در مورد این چهار ضلعي ها وجود دارد که به 
آن اشاره مي کنیم:

»در ه��ر چهارضلع��ي محیط��ي نیم س��ازهاي زوای��اي داخلي 
چهارضلعي در یک نقط��ه همرس اند و این نقطه، همان مرکز دایرة 

محاطي است.«
OH1=OH2=OH3=OH4=r
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A

O

r

H2

H1

H4
H3

B

D

C

عکس قضیة فوق نیز برقرار است؛ یعني:
»ه��ر چهارضلعي که در آن نیم س��ازهاي زوای��اي داخلي در یک 
نقطه همرس باش��ند،  یک چهارضلعي محیطي است و نقطة همرسي 

نیم سازها، مرکز دایرة محاطي چهارضلعي است.«
درستي این قضیه و قضیة عکس را به عنوان تمرین اثبات کنید.

   مثال. در چهارضلعي ABCD، نیم س��ازهاي زوایاي داخلي در یک 
 AD=2CD اقطار چهارضلعي باشند و BD و AC نقطه همرس اند. اگر

و CD ، AB=3BC چند برابر BC است؟
حل: چون نیم سازهاي زوایاي داخلي در یک نقطه همرس اند، پس 

چهارضلعي محیطي است و در نتیجه: 
AD+BC=AB+CD

A

B

D

C

به کمک مفروضات مسئله داریم:
2CD+BC=3BC+CD⇒CD=2BC

تمرين
 DAE چهارضلعي محاطي است و زاویة ABCD 1. در شکل زیر

مساوي زاویة CAB جدا شده است.
A

1

1 1

1

2

2

B
D

C

E

الف( نشان دهید:
∆ADE~∆ABC

و از آنجا نسبت تشابه را بنویسید و نتیجه بگیرید:
 AD.BC=AC.DE  )1(

ب( نشان دهید:
∆ABE~∆ACD

و از آنجا نسبت تشابه را بنویسید و نتیجه بگیرید:
  AB.CD=AC.BE  )2(  

ج( از جمع کردن طرفین رابطه هاي )1( و )2( ثابت کنید:
AD.BC+AB.CD=AC.BD        )قضیة بطلمیوس(

2. به کمک قضیة بطلمیوس مسائل زیر را حل کنید:
 و 
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AB  =  5 ، ال��ف( در ش��کل زی��ر داریم:
BD=AC=BC+2. طول ه��اي اضاع و اقطار چهارضلعي را به دس��ت 

آورید.
A

D

C

B

1 1

1
1

ب( در شکل زیر ABCD ذوزنقة متساوي الساقین محاط در دایرة 
واحد است. فرض کنید y>x، در این صورت y-x برابر است با:

A B

D
b y

x a
H

C
O

  ab )ج   
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ب(   (ab)2 )الف
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ه�(   
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د( 
)مرحلة  اول پانزدهمین المپیاد ریاضي ایران(

راهنمايي: نشان دهید HBCO محاطي است.

3. ثابت کنید در هر چهارضلعي محیطي با محیط 2P و مساحت 
 به دست آید.
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S، شعاع دایرة محاطي از دستور 


